
.Form globalede Gauss-Bonnet

Tonine (Gause-Bonnet
,
forme globale pour surfaces fermies)

Soit SCI une surface fermie orientable Alors

I k = 2+X(S)

S I
conactéristique d'Euler

invarianttopologique : si S est homomorphe à S !
alors X(S) = X (S').



Carracteristiqued'Eulew

Fait : toute surface S admet un triangulation
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Una triangulation de S est ne collection de triangles &TiliFI
tels que :

· S=
· Fi ,
Tit, est la riunion (possiblement ride)

de somets et arrêts de Ti et T,

· CS borné, Il T 3 est fini

Donc si S est fernée
,
alors I est un ensemble fini,



On definit alors
,
pour me triangulation Ti3 de S,

* (S) : = #faces - #arrêts + #sourets .

Exemple : X(triangle) = 1

X (polygen) = 1

x($3) = 2

2
- 32 + n = 2



Prop La caracteristique d'Enlew ne dépend pas de la
-

trangulation .

Idée : itant données I triangulation differentes
,

on

pent trouver une triangulation qui est che

subdivision commune des deux .
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Thorène Tente surface termée orientable est homénorple :

In surface Sg de
genre g , per quelque 90.

So = 32= E- Sn = T==

------
=

- E -- -Sz = Es Sq - ......-
-

I



On a X(Sg) = 2-2g.

En fait, ↑(+7) =x( ) = 2 - 3 + 1 = 0

-x (t" disqu) = x(0 =a) ) =
- 1

C +
2 deux disquest : (0EO) = - 2

x((g) = x) = ! = ) = -1 - 1 - 2(g -2)
= 2 - 29 .



Preuvede la forme globale de Gause-Bounet.

Soit &Tiber un triangulation de S
.

Quitte à prendre des subdivisions
,

on peut supposer que

chaque Ti est contem dans l'image d'un carta.

On a dowe :

I ↳ + Ski + (a-5rTi L

(02 >
Os (
-
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On prnd donc la some sur tens les triangles de la

Triangulation :

SI
-2 fun

-
- a, E de = 2u

E
i

Don [ (1-0: )
i EIi = 1

= 2 arrêts - 2 #Sommets

Fj change de sign si f

change d'orientation .

=> ( =2#faces - Harrêts + #commets)



Thorine (Gauss-Bounet
,
version globale arec bard7

Soit SCI" we surface compact orientable arec bood et coins.

Alors

1 +2s (r += - 4 : ) = 2 NS

--- ↑

% Ta S(4 :

-
S

chaque J est parcours

-- avec 5 "a gande"



Preve : Soit &Ti S un triangulation qui incut toutes les

composantes de bord et les coins de 85.

IR+ Skri + 2 (a-ti
i = 1

=>+ E = 2 #ass
S
-
-

z fo
Z (n - yi) + z (a- 0)

anglns angles

tas
U

an bard intérieurs

f -

= 2 #arrêts-2#Comets



↑morème de Descartes sur le défaut d'angle

Soit S un polyhèdre dows IR"
.

Pour chaque somet UES
,

Evi =24-2Soit To

Alors
z En = 2 X(S)

.

~ Somet

En particulier , ai Sest counexe
,
alors SB

,
done

I Er = 4 π
.

~ Somet



&ave : Previous un triangulation quo incut tous les arrêts et

somets de S
.

Pour chaque T I (5-0. ) = 2ni I

j = 1

=> = (π - 0)) = 25 # faces
i

,
i

=> 2 arrêts- 0 = #facs
i

, j

=> 2 #arrits-2#comets + (EE) = 2 #faces

- Er = 2 X(S)
.



enséquencesde Gauss-Bonnet

Corollare Si SCIR est un surface fernée de courbare
-

positive ,
alors S est homeomorphe a $3.

Preuve : (20 + x(s) > 0 + 55 B
S



Corollare Si SCIR" est una surface fermie de gre g : 1,

alors 5 contient des points de courbure negative,

Preve : Si g > 1
,

alors (R < 0 = P/(p) < 0.

Si g =1, alors SR =0
,

donc la preuve découle du

lane smirant

Leune Si SCIR" est une surface fernie
,

alors S contient
-

des points de courbure positive.



Preuve du Leune
.

SSoit R = max d (0
,p). .

peS
0

: C I
soit po

tel que d(0
,po) = R

Alors la courbure ganssienne de S en po
est

plus grande on égale à celle de la sphère de rayon
R,

qui est positive. El


